Capitulo 5 — Distribui¢des continuas

5.1 - Distribui¢cao uniforme

Embora exista uma distribuicao com o mesmo nome para v.a.
discretas tratam-se de 2 distribuicoes diferentes

Definicao 5.10 — Distribui¢cao uniforme
Diz-se que uma variavel aleatdria continua X tem distribuicao uniforme no

intervalo (a, ), com a < B, quando a funcdo densidade é da forma,

p
L (a <x<p)

f(xla,ﬁ) =<:8_a

\ 0 (outros x)

Simbolicamente, X~U(a, )
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e Funcao de distribuicao:

F(x|a,B) =«

X—a 1

=52

P(XSx)=IB_a

(x —a)

0 X<«
X — <x<p
a < Xx
f—a
1 x=p
a X p

» Expressao geral dos momentos em relacao a origem

|
E(X")=fa xkﬁ—a

dx =

1 k+1

f—a

X

B Bk+1 _ gk
k+ 1] B
a

S B-a)k+1)
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+ B

. 2
E(X) = =5 var(o = F—9° yi=0

;=
12

Uniforme (0, 1) O caso particularem que, a = 0; f =1,
isto é, X~U(0,1), é o de maior interesse

(0 x<0
F(xla,f) =3<x 0<x<1
k1 x =1
K 1 1 _
E(X )Zk—_l_l; VGT(X)ZE; YI_O
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e Teorema 5.1 — Transformac¢ao uniformizante

Em certas condicoes,

- X v.a. continua com funcgdo distribuicdo Fy(X); 0 x<a
Fx(X) == Fx(x) aSX<b
- Fx (X) estritamente crescente no intervalo (a, b) ; 1 xX=b
a = —o ou b = 400 mas nao os dois

Seja Fy(x) a funcdo distribuicdo deumav.a. X. Y = Fy(X)

Fr(y) =P(Y <y) = PFx(X) <) =P (X < K, ') = Fy (K ') =y

0 y<O0
FFo) =4y 0<sy<1 ®Y =F(X)~U(0,1)
1 y=1

A mudanca de variavel Y = Fy(X) é chamada transformacgao
uniformizante e tem grande aplicacao nos problemas de simulacao.
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inversamente se Y~U(0,1) entdo X = F~1(Y) é continua e tem

funcdo distribuicdo Fy (x).
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Teorema 5.1 — Transformacg¢ao uniformizante

a) Seja X uma v.a. continua com funcao de distribuicdo estritamente

crescente no intervalo aberto (a, b) onde X tem densidade positiva
[este intervalo pode ser a = —o ou b = 4+, tem-se Fy(a) =0e

Fy(b) =1].Entdoava.Y = Fyx(X)~U(0,1)

b) Seja Y uma variavel aleatéria com distribuicdo U(0,1), e Fyx(x) a
funcdo de distribuicdo de uma v.a. continua. Supde-se que Fy(x) é
estritamente crescente no intervalo aberto (a, b) onde X tem
densidade positiva [pode sera = —o ou b = +0, tem-se Fy(a) = 0
e Fy(b) = 1]. Entdo a variavel aleatéria X = F~1(Y) é continua com

funcdo de distribuicdoFy (x).
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Capitulo 5

Exerc.10. A duracao de pequenos anuncios (entre 5 e 12 segundos)

tem distribuicao uniforme.
a B

XU('ETZ‘): (x) = L 1 <2
' k) =77 =7 *

a) Determine a funcao distribuicao.

. . (0 x <5
1 X1 x x—5
v = [ eodr = [ Gar=3]5 =122 s<x<
L 1 x =7
b) Calcule a probabilidade de um pequeno anuncio ter duracdo inferior a 8 segundos.
8—5 3
P(X <8) =FX(8) =T=7

c) Calcule e interprete : P(X > 6|X < 10)

5 1
P(6 <X <10) Fx(10)—Fx(6) 7—75 4

P(X<10)  Fy(10) 10 10
7

P(X > 6|X < 10) =
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Capitulo 5 — Exercicio 10

d) Calcule a média e desvio padrao da duracao de pequenos
anuncios .

+ 5+12 17
ath_ Y v =
2 2 2

B-o?_(az-57°  _ ¥

12 12 12

E(X) =

Exerc.12. Seja X uma v.a. continua com func¢ao densidade

X
fx(x)=5 0<x<2)
Mostre que Y = Fy(X) tem distribui¢do uniforme.

(0 x<0 0 y<0
X 2
FX(x)=<jfdx=x— 0<x<2 Fr(y) =43y 0=<y<1
0 2 4 1 y=>1

XZ
= K@) =P <y)=PFxX)<y)=P <T < y) = P(X* < 4y)

:P(XS\/4_y)=(\/4—y)2=y

4




Capitulo 5 — Distribuicoes continuas

Ex1. O presidente da camara de Lisboa pretende realizar um projecto de recuperacao
num dos bairros da cidade. Estima-se que o custo (em milhares de €) associado ao
projecto é de 1500 m€. Contudo sabe-se também que este tipo de projectos sofrem
derrapagens orcamentais (em milhares de €) que seguem uma distribuicao normal de
média 20 e variancia 25). Dadas as restricdes orcamentais a camara tem um plafond
de 3000 m.€ para realizar o projecto. Acha que o projecto deve ser implementado?

Ex 2. Gestores Financeiros, Lda., compra e vende um grande numero de accdes para as
varias contas que gere. Uma parte desta carteira é composta por 10 ac¢des da
empresa A e 8 ac¢dOes da empresa B. Os precos, em €, de A e B seguem uma
distribuicdao normal, respectivamente, com médias e variancias 10, 16 e 12, 9. Qual a

média e a variancia do valor da carteira. Como gerente de portfdlio da empresa é-lhe

pedida opinidao sobre o intervalo de valor da carteira com uma probabilidade de 90%?
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5.2 - Distribui¢ao normal

Defini¢ao 5.11 — Distribui¢ao normal
Uma variavel aleatoria X tem distribuicao normal com

parametros U e 02 quando a funcio densidade é da forma

1 1
2N . . 2
fxln,0%) = == exp{ =5 (x — w7
—o<x < 4oo; —co<pu<+4o; 0<0?<+o

Simbolicamente, X~N (u, 62)
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5.2 - Distribui¢ao normal

0,15%
2.14% 13.50% 34.19%
o =30 -2a =1a
| | i 1 L |
40 50 TO 8o 50
TTUAD | T
L T




Fig. 5.1a — FuncoOes densidade da distribuicao normal com a
mesma variancia 0° =1
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Fig. 5.1b — Funcoes densidade da distribuicao normal com a
mesma média u = 10
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Funcao de distribuicao

F(xlu, 02) = f ) Wexp{—%(t—mﬂdt

para o qual ndo se conhece solu¢ao analitica. Os valores da funcao
de distribuicao tém entao de ser calculados utilizando métodos de

analise numérica.

Distribuicao normal estandardizada caso particular, p =0 eg? =1
Processo de estandardizacdo de uma v.a. X~N(u, %) - Z~N(0,1)

SejaY =X—-—u=>EY)=EX-w=EX)—u=u—u=20

2

iy = Z2H Xy _ 1 _ 9 _
SejaY = — :»Var( a)—GZ*Var(Y)—GZ—l

S g TH

~N(0,1)
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* Distribuicdo normal estandardizada Z~N(0,1)

> fungdo densidade : ¢(z) = \/%_ne—%
~ . . . o~ 7z 1 _ t2
- fungdo distribuigdo: ®(z) = f_wﬁe —dt

Nota importante: sé existe tabela para a variavel Z~N(0, 1)

A tabela 4 refere-se a fungao CI)(Z) — P(Z < Z)

A tabela 5 diz respeito a funcdo inversa (13_1 (Z)

®~1(2) permite determinar, para certos valores de D(2), a respectiva abcissa z.

z2P(Z>2)=a o 1(2)=a«a
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TABELA 4 — DISTRIBUICAO NORMAL STANDARDIZADA
Funcao de distribuicao

zZ 1 2
Cf)(z) = j \EB_TGH'
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* Afuncao densidade normal é simétrica emrelacdoarectax = U
flx—w =fx+uw

Em particular, tratando-se da distribuicao normal estandardizada,

d(x) = p(—x) d(—x) =1— ® (x) Importante

d(—1 (D

.f‘\\
// \




TABELA 4 — DISTRIBUICAO NORMAL — Funcgio de di

stribuicao

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .09
.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 5279 .5319 .5359
1 .5398 .5438 5478 5517 .5557 .5596 .5636 5675 5714 5753
2 5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
3 6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 6772 .6808 .6844 .6879
5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 7123 7157 .7190 7224
.6 7257 7291 7324 7357 7389 1422 7454 .7486 7517 7549
7 .7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
8 .7881 .7910 .7939 7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
25 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
31 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998
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P(Z < 2.53) =0.9943

P(Z>153)=1-P(Z < 1.53)

P(Z < —-153)=1-P(Z <1.53)

P(-1<7Z<153)=P(Z<153)-P(Z < -1)
=P(Z<153)—[1-P(Z < 1)]

=P(Z<153)+P(Z<1)-1

Distribuicdo Normal

2 -1.53 0 153,
Distribuicdo Normal
JEE
| h
1 :
i | 1
I__l"! !
1 0 : 1.53

3
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TABELA 5 — DISTRIBUICAO NORMAL: ¢~ 1(2)

& |.0005 |.0010 | .0050 | .0100 | .0200 | .0250 | .0500 | .1000 | .2000 | .3000 | .4000
Z: [3.290|3.090|2.576|2.326 | 2.054 | 1.960 | 1.645 | 1.282 | 0.842 | 0.524 | 0.253
Zesp (3.4813.290|2.807 | 2.576|2.326 | 2.241 | 1.960 | 1.645 | 1.282 | 1.036 | 0.842

» 22 P(Z > 2,) =€ z¢/2: P(1Z] > 2¢y) = €

Esta tabela usa-se quando ha necessidade de calcular certos

intervalos de X associados a probabilidades que sao dadas:

- Calcular k tal que P(|Z| > k) = 0,05




I

A

Jis
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Marmal Cusve, madan = 0, 50 = 1
Shaglad S&rpa = 005

0.025

1,54 2

.0005

0010

.0050

0100

0200

0250

.0500 |}1000

2000

3000

4000

3.290

3.090

2.576

2,326

2.054

1.960

1.645)1.28)

0.842

0.524

0.253

Z£/2

3481

3.290

2.807

2.576

2.326

2.241

1.960| §.645

1.282

1.036

0.842

ze =7:P(Z > z;) = 0.05

.0005

.0010

.0050

.0100

0200 |.

.0500} .1000

2000

3000

3.09

2.576

2,326

2.054

6451 1.282

0.842

\
0.524

3.290

2.807

2.576

2326

1.96Q1.645

1.282

1.036

z. =7:P(Z > z.) = 0.025

8/2) = 0.95

> ZS/Z) — 0.05
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Exemplo 5.12 — A resisténcia a compressao de amostras de cimento de um
certo tipo é uma variavel aleatoéria que pode ser modelada por uma
distribuicdo normal com média 6000 kg/cm? e desvio padrdo 100 kg/cm?.

Caleule: N (6000,1002)

a) Probabilidade de uma amostra cimento ter uma resisténcia superior a
6150 kg/cm?.

lim.inf. lim.sup.

P(X >6150)=1—P(X < 6150(
210000, 6150 ,6000,100) =1-0.9332

= 1 — normalcdf

ou

X—pu - 6150 — 6000
o 100

=1-P(Z<15)=1-®(15) =1 —0.9932

P(X>6150):1—P(XS6150):1—P<
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b) Probabilidade de uma amostra de cimento ter uma resisténcia entre 5900
kg/cm?e 5950 kg/cm?.

lim.inf. lim.sup.

P(5900 < X < 5950) = normalcdf (5900, 5950 ,6000,100) = 0.1499

ou
(5900 — 6000 X—u 5950-6000
P < <

100 o 100
= ®(—0.5) — d(—1) = (1) — ¢(0.5)

>=P61<Zs—0®

Distnbuicdo Normal

= 0.8413 — 0.6915 = 0.1499
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& |.0005 |.0010 |.0050 |.0100 | .0200 ' .0250 |.0500 | .1000 |.2000 ||.3000 | .4000

_ _ _ Z |3.290(3.090 2576 | 2326 | 2054 | 1.960 | 16452820842 0524 [0.253
c) A resisténcia R que € excedida por Tejy | 3481|3290 | 2807 | 2576 2326 2,041 1960 | 1.6 | 1282 |[1.036 | 0842

90% das amostras de cimento.

r=2:P(R>r)=0.9

r=2:P(R>r)=1-P(R<7)=009

P(R<7)=0.1

=r = invnorm(0.1,6000,100) 0.1
= 5871.845 ’ a

ou

P(R>7) = 0.9<:>P<R ;“ < r—1(6)(())00> = P(Z>a) =01

- r — 6000
>———=-1.2821r = 5871.845

100
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Teorema 5.2 — Se as variaveis aleatodrias X;, i = 1,2,k
sao independentes e a; constantes, entao,

k k k
XioN(u,02) =V = ) aiXi~N(Z i,y a?aﬁ)
i=1 1=1 1=1

Corolario 5.1 — Se as varidveis aleatérias X;, i = 1,2,---,k
sao independentes e identicamente distribuidas entao,

k
Xi~N(u,02) =Y = z Xi~N(ku, kaz)
i=1
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Ex1. O presidente da camara de Lisboa pretende realizar um projecto de recuperacao
num dos bairros da cidade. Estima-se que o custo (em milhares de €) associado ao
projecto é de 1500 m€. Contudo sabe-se também que este tipo de projectos sofrem
derrapagens orcamentais (em milhares de €) que seguem uma distribuicao normal de
média 200 e variancia 25). Dadas as restricdes orcamentais a camara tem um plafond

de 3000 m.€ para realizar o projecto. Acha que o projecto deve ser implementado?

X- derrapagem orcamental em 103€~N (200, 25)

C- custo projecto= 1500+ X P(C > 3000) = P(1500+ X > 3000) = P(X > 1500)
lim.inf lim.sup
= normcdf ( 1500,10000, 200, 5) ~ (

ou
P(C > 3000) = P(1500+ X > 3000) = P(X > 1500) =1 - P(X < 1500)
(X —u 1500 — 200
=1—-P <
o 5

>=1—P(ZS260)=1—CD(260)z1—1=0
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Ex 2. Gestores Financeiros, Lda., compra e vende um grande numero de accdes para as
varias contas que gere. Uma parte desta carteira € composta por 10 acg¢Oes da
empresa A e 8 ac¢des da empresa B. Os precos, em €, de A e B seguem uma
distribuicao normal, respectivamente, com médias e variancias 10, 16 e 12, 9. Qual a
média e a variancia do valor da carteira. Como gerente de portfdlio da empresa é-lhe

pedida opinidao sobre o intervalo de valor da carteira com uma probabilidade de 90%?

X;- preco das accoes empresa A~N (10, 16) Y;- preco das ac¢des empresa B~N(12,9)

10 8
in~1v(1o +10,10 * 16) Z Y;~N(8 * 12,8 * 9)
i=1 j=1

10 8

V= Z X; + Z Y; = V~N(100 + 96,160 + 72)
i=1 =1 4

V=2:P(v; <V <w,) =09 ,aﬂ/ 0.9 \%\
.05 0.0 0.

v1:P(V <v;) =0.05 v,: P(V > v,) =0.05
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10 8
V= Exi + ) Y, =V~N(100 + 96,160 + 72)
=1 =1

l

]
V=?P(vl<V<vz)=09

v1: P(V < vy) = 0.05= v, = invnorm(0.05,196,v232) = 170.95
v,: P(V > v,) = v, = invnorm(0.95,196,v232) = 221.05

ou

vl:P(V < vl) = OOS@P(V<U1) =P(V>v2) = 0.05

p V — U Uy — 196 Uy
o 15.23 15.23

— 196
> )=0.05<:)P<Z>—>=0.05

v, — 196
2 = 1.645 v, = 221.06 \

15.23 /2l \
v, — 196 J{{/ 0.9 \5\
W = —1.645 <=>U1 = 170.95 | o 5 | 0_.
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Corolario 5.2 - Se as varidveis aleatérias , X;, i = 1,2,-+-, k sdo
independentes e identicamente distribuidas,

k 2
_ c_ 4 X; o
Xi"’N(li:Uz):\’X = l_l: - ~N ('H’T)
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Teorema 5.3 —Se as variaveis aleatorias X;, i = 1,2,--+,k sdo
normais tais que

EX) =u; Var(Xy) =of;Cov(X,X;) =01 (@ #))
Entao

k
Y = 2 1aiXi~N(.uY; oy)
L=

Com

_ \'k

e 0f = afof + 2a,a,01, + 2013013 + - + 200,07 +
+as0f + 2a,a,051 + 20,3053 + -+ + 20,505 +

+ -+ 20,1041 + 2A3 Q3033 + - + A0
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5.3. Distribuicao exponencial

Ex 1. ParticipacOes de falhas nos circuitos eléctricos do modelo novo da Audi sao raras.
Em certa concessionaria ocorrem a uma taxa média de 0,1 participacdes por més.

Qual é a probabilidade de a concessionaria nao receber nenhuma participacao
nos proximos seis meses?

Foi recebida uma participacdao a 4 meses atras, qual a probabilidade de que
passem mais de 8 meses até a proxima reclamacao ?

Ex 2. A empresa Macarrao & Companhia garante que os seus clientes nao esperam
mais de 3 minutos pelo atendimento. Sabe-se que o numero médio de clientes
atendidos por minuto segue um processo de Poisson de taxa média igual a 3.
Estara a empresa a fazer publicidade enganosa?
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5.3. Distribui¢cao exponencial

A distribuicao exponencial, ou exponencial negativa como também é designada, tem a
sua génese associada ao processo de Poisson, muito embora a sua utilizacdo na

modelacao estatistica seja bastante mais ampla;

Seja uma sucessao de eventos que ocorre de acordo com um processo de
Poisson de intensidade A

/ tempo de espera pela chegada da primeira ocorréncia

variavel aleatéria T tem funcdo de distribuicdo, F(t) dada por:
F;(t)=P(T<t)=1-P(T>t) (t>0)
P(T >t) probabilidade de ndo haver qualquer chegada no intervalo (0, t]

Se se definir a v.a. X- n2 ocorréncias no intervalo (0,t] = X~Po(\)

PT>t)=P(X=0)=e ™M (A>01t>0)
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PT>t)=1-PT<t)=e ™M o pT<t)=1—¢M

0 (t <0)

Fr(6) = {1 —e M (>0

B 0 (t<0)
fr(®) = Ae M (£>0)

Definicao 5.12 — Distribuicao exponencial
Variavel aleatoria X com funcao densidade:

B 0 (x <0)
fx() = Ae M (x> 0)

Tem distribuicdo exponencial X~Ex(\)
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S@®
A

1/ 6

1;f2 0r

E(X)_1. 1
=5 Var(X)—)\—z,

Vi =2 fe=m@)/A He<H

0 20 40 60 80 100
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P(X >x) = e~M

PX>x+h) e Ax+h

— — ,-Ax+h)-(-Ax) = e—)\h
P(X > x) ohx ©

PX>x+h|X>x)=

>P(X>x+h|X>x)=P(X>h)

Falta de memoria
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Exemplo 5.15 (alterado) — Suponha-se que o tempo de vida util
de um dado componente € uma v.a. X com distribuicao exponencial
de médiaigual a 600 horas. X~Ex()) EX) = % =600 A =1/600

a) Qual a probabilidade de o componente durar mais de 700 horas?

1

7
P(X > 700) = e 600°7%° = ¢75

b) Se o componente ja tiver durado 400 horas qual a probabilidade de durar ainda
mais 700 horas?

1 *700

P(X > 700 e‘m
P(X > 700|X > 400) = ( ) - — e 600(700 400)
P(X > 400) o ~500"400

— ¢ 600390= ,7 5
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Exerc. N229 O numero de particulas radioactivas observadas num intervalo de
10 minutos segue um processo de Poisson. X~Po(A)

a) Supondo gue a probabilidade de ndao observar qualquer particula num
intervalo de 10 minutos é 0,15, determine o ritmo do processo, i.€¢, em média
quanto tempo medeia entre duas observa¢des consecutivas.

-A 0
e *x A
X~Po) =P(X = 0) = —>— = e =10,15 & In(e*) =1In(0.15)

& —1=-18971 = &A= 1,8971 = E(X)

Numero médio de particulas observadas num minuto = 1,8971/10 = 0,1897

O tempo médio, em minutos, que medeia entre particulas serd = 1/0,1897 = 5,2715

Y — tempo entre observacao de 2 particulas consecutivas  Y~Ex(A*)

1 1
E(Y)=—©52715 =—o )\ =

A A = 52715 1897
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5.4 Distribuicao gama. Distribuicao do qui-quadrado
A distribuicao gama também pode ser introduzida a
partir do tempo de espera associado a um processo de
Poisson: Tempo (total) de espera pela n-ésima chegada.

Funcao gama ou factorial generalizado:

+0o
['(a) =f e *x* 1dx (a > 0)
0

Propriedades: * ['(a¢) = (a—1DIl'(a—1) (a > 1)
eI'n)=n—1D!'a=n

e ['(1)=1 e I'(1/2) =7
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Defini¢cdo 5.13 — Distribuicao gama
Uma variavel aleatoria X com funcao densidade dada por,

ae—xxxa—l
['(a)

diz-se ter distribuicdo gama de parametrosa e A.
Simbolicamente, X~G(a, A)

x>0, a>0A>0

fxla,d) =

Casos Particulares:

» Quando o parametro «a € inteiro, a dist. gama é conhecida por dist. de Erlang

e Quando ,a = 1 temos a distribuicao exponencial.

_nal stribuic . 2 _c(r 1
e Se,a = ny A= . temos a distribuicao do Qui-quadrado, Xn) = G (2 , 2)




0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1 4

0.0
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0.3 1
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E(X) =~ Var(x) = 2 -

2
A A2 Ja

 Mediana: existe sempre, embora nao se consiga explicitar analiticamente a
sua expressao.

e Quando existem as trés medidas de localizacdao (a > 1), verifica-se a
seguinte relagao: U.<U, < U

« N3o existe, em geral, solucdo analitica do integral correspon-dente a
funcao de distribuicao.

Nota: Nao existem tabelas de valores da f. distribuicao da Gama
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Teorema 5.5 - Sejam X, X,, duas variaveis aleatdrias indepen-
dentes. Entao,

X1~G(0(1, }\) eX2~G(a2,7\) =>X1 + X2~G(a1 + az,}\)

Generalizando para k varidveis aleatdérias independentes, tem-se,

k k
X,;~G(a,;,7\)(i = 1,2, ,k) :>Z XiNG (Z Cli,}\>
=1 =1

Notas: o parametro A € o mesmo nas distribuicdes das parcelas.

A distribuicao exponencial é um caso particular da distribuicao gama (a = 1);

A distribuicao gama com a = n inteiro pode ser interpretada como a soma de n
exponenciais independentes (teorema 5.5)
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Definicao 5.14 — Distribuicao do qui-quadrado

Diz-se que a variavel aleatdria X tem distribuicao do qui-quadrado
com n graus de liberdade (n inteiro positivo), quando a
Respectiva funcao densidade € da forma,

f(x|n) = = , x>0n>0 (5.50)
22T'(n/2)

Simbolicamente, X~)((2n).

A distribuicao do qui-quadrado € uma distribuicao gama com

a—z e7\—2,|-e; X X(Tl)@X G(Z,Z)
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Distribuicao do qui-quadrado

o200

E(XX)=n;

FCE)

FF0S)

Var(X) = 2n;

2000

V1=

S| oo

10

1=

20

25
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* Resultado importante
X~G(n,) &Y = 22X~ Y (o)

Como calcular probabilidades?  Maquina de calcular ou computador

Tabelas

A tabela permite encontrar o valor )((Zn),g tal que, P(X > )((Zn),g) =&
para alguns valores de € e de n.




TABELA 6 — DISTRIBUICAO DO QUI-QUADRADO

,3)25

2

X(n),e
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g 8%

87

el

30

sl

N1l

A0

N

&

i

5

[l

- R B — Ty e e PR

[—
[—]

o
[l
7
A

Al

A8
Lk
1.344
1.735
2156

)
[3l
216
454

43l

1237
1 4]
2140
2.100

324

103

Al
1.145

163
2187
2743
354

3540

Nlg
2l
54
1 F4

LA

22M
285
3490
4 168

4 55

102

A7
1213
193
P
5435
4455
5071
509
NEt)

435
1 3h
4566
335

4351

5548
b5

1323
4T3
4108
5585

bbh

1841
0T

1544 10213
Bad3 115389

3542 14549

2106
LIS
b5l
[

Rd%

10,445
12017
153362
14 534

15587

3841
5991
1815
2408

11070

12592
14067
13507
16319

18307

S04 eR3S THM

157
9540
11.143

1403

14443
16013
17535
1305

20453

2210
1135
13217

1516

16812
18.475
21080
21 66

L.403

10.597
1203
14.48]

1674

18.548
020
4195
43508

25108

10427
13415
16,466
18466

0515

42437
245
2614
4180

43 50
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e Resultado importante: X~G(n, A1) oY = 21X~)(%2n)

Exemplo 5.19 — Seja X — indemnizacdes pagas por certo risco por uma

seguradora,
X~G(2;0,008) &Y = 21X = 2+ 0,008X = 0,016X~x?,

P(X > 500) = P(Y > 0,016 = 500) = P(Y > 8) ~ 0,1

Na tabela 6,P(Y > 7.77944) = 0.1 e P(Y > 9.48773) = 0.05

Valor em computador:P(Y > 8) = chicdfrt(4,8) = 0.0916

* Para valores que nao estao contemplados na tabela 6, pode utilizar-se
paran > 100

X~xn =V2X —v2n —1<N(0,1)

onde o simbolo ~ significa distribuicdo aproximada ou assintotica.
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3.b) Qual a probabilidade de se ter de esperar mais que 30 minutos até se
observar a 32 particula?

W — tempo de espera até a observacao da 32 particula

Yi~Ex(A) Y,~Ex(A) Y3~Ex())
L e S EEEEE——
W

= = °
t=0 1§ o >
3
W = ¥;~G(3,0.1897) = 2X"W~x{,.5
i=1

P(W > 30) = P(2M*W > 2 % 0.1897 * 30) =P(x{s > 11.382) = 0.0773

c) Se ja passaram 15 minutos desde que se observou uma particula qual a
probabilidade de se ter de esperar ainda pelo menos 5 minutos pela observagao
da proxima?

P(Y > 20|Y > 15) = P(Y > 5)
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 Teorema 5.6 — Sejam X, X5, duas variaveis aleatodrias
independentes. Entao, se

2 2 2
X1"’X(n1) € Xz"')((nz) = X1 +X2"’X(n1+n2)
Generalizando para k varidveis aleatdrias independentes, tem-se:

k
. 2
XiNX(ZTLi)(l =12, k) 2T = ZileiNX(n=Z£c=1 Tli)

Teorema 5.7 — Seja X uma variavel aleatodria. Entdo, se

X~N(0,1)=Y = X?~x%;,

Dem.: livro
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Teorema 5.8 — Se as variaveis aleatérias X; i =1,2,---,n, sao
Independentes,

n
X;~N(0,1) > Z Xi~XCw
i=1

O teorema 5.8 pode também ser enunciado da seguinte maneira:
Se as variaveis aleatérias X; i = 1,2,---,n, sao independentes e

normais...
2
n X — ”
Xl-~N(ul-, a?) =>Z_ (#) NX%n)
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5.5 - Teorema do limite central

O Vice-presidente para a area financeira de uma grande empresa de
seguros de saude deseja monitorizar os pagamentos diarios de
participacdes de seguros para determinar se o valor médio em euros
dessas participacdes é estavel, aumenta ou decresce. O valor das
participacoes individuais varia muito, de um dia para o outro e seria
ingénuo tirar conclusdes com base nas variacdes diarias. Existem, no
entanto, momentos em que as mudancas tornam-se substanciais e
devem ser objecto de intervencao. Registos historicos mostram que as
participacoes de seguros de saude sao altamente enviesadas e que sua
distribuicao possui uma média de 60 e um desvio padrao de 225 euros.
Usando essa informacao, é lhe pedido que desenvolva um sistema de
monitorizacao das participacoes baseado numa amostra aleatdria de
100 participacdes. A empresa estabeleceu um intervalo de aceitacao
de 95% para variacao do valor das participacoes.
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5.5 - Teorema do limite central

 Um dos resultados mais importantes da teoria da probabilidade.

e Introduz a noc¢ao de distribuigao aproximada ou assimptatica.
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5.5 - Teorema do limite central

Teorema 5.10 Teorema do limite central (Lindberg-Levy)
Dada a sucessao de variaveis aleatorias iid, X1, X5, -+, X, -+, com
média u e variancia o?(finita), entdo, quandon — 4+, a funcio de

distribuicao da variavel aleatéria,
7 i=1 X; —nu LN (0,1)
no ag\n ’

Diz-se que Z,, tende para uma fungdo de distribuicdo N(0,1) , ou

seja, a distribuicdo assintdtica de Z,, é a N(0, 1).
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Interpretac¢ao pratica do TLC

A conclusao do teorema anterior, desde que n grande, pode exprimir-se na forma

alternativa, .
1 X; —nu
; < — i 1=1"1 < = < =(D

nl_l)IPOOP(Zn <7z) nl_l)rPOOP< o < z) P(Z <z) ()
Ou ainda
moX

P(ZnSZ)=P< =1t HSZ)%d)(Z)
o\Vn
Notas:

1. Distribui¢ao de X; pode ser discreta ou continua.

2. O T.L.C. pode aplicar-se desde que se conhegam a média e variancia da v.a. X;,
mesmo que a sua distribuicao seja desconhecida
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O que é n grande? Depende da distribuicao de X;.

Distribuicdes simétricas e unimodais tornam a convergéncia
mais rapida e melhor a aproximacao.

Aconselhavel n = 30, salvo nalguns casos (convergéncia
rapida).

Alguns cuidados quando a distribui¢cao de X; é discreta:
Correcc¢ao de continuidade.
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O Vice-presidente para a area financeira de uma grande empresa de seguros
de saude deseja monitorizar os pagamentos diarios de participacdes de
seguros para determinar se o valor médio em euros dessas participacoes é
estavel, aumenta ou decresce. O valor das participacdes individuais varia
muito, de um dia para o outro e seria ingénuo tirar conclusdes com base nas
variacoes diarias. Existem, no entanto, momentos em que as mudancas
tornam-se substanciais e devem ser objecto de intervencao. Registos
historicos mostram que as participacdoes de seguros de saude sao altamente
enviesadas e que sua distribuicao possui uma média de 60 e um desvio
padrao de 225 euros. Usando essa informacao, é lhe pedido que desenvolva
um sistema de monitorizacao das participacdoes baseado numa amostra
aleatoria de 100 participacdes. A empresa estabeleceu um intervalo de

aceitacao de 95% para variacao do valor das participacoes.
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X; —valor, em euros, de uma participag¢ao individual

X;: E(X) = 60; Var(X) = 225; oy = 15; X;~F(X) =?

100 Amostra de n = 100 participagdes

X; —valor total das participacdes na amostra

i=1
n
n i—1Xi —NU
a,b=?:P(a<z Xl-<b>=0.95 7 =25 AN, D)
—a—100%60 Y™ . X.—nu a—100+*60
P( <Z“1 LT >=0.95
15v100 a\n 15v100
p[-0=100+60  a-100+60\ P(Z> ) 0,025
= V. Z = Z = U.
15100 157100 /2 /2
~Z¢/, z¢/,
= log =2 100+60 o 6002 94 log =2 100+60 @ o976
Ze = 1 — a= ) — 1. = a = )
/2 157100 15100

n
P (a < z X; < b) =095 a,b: (5997.6,6002.4)
i=1



Capitulo 5 — Distribuicoes continuas

X; —valor, em euros, de uma participag¢ao individual

X;:E(X) =60;Var(X) = 225; 0y = 15 Amostra de n = 100 participacées

100
X; —valor total das participacdes na amostra
i=1
n n
ab=2:P(a<y X,<b)=095 ) X *N(100+60,100+225)
i=1 i=1

n
P (—a < z X; < a) = 0.95 =a = invnorm(0.975,6000,150)
i=1

n
p (a < z X; < b) — 0.95 a,b: (5997.6,6002.4)
i=1
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Exemplo 5.22 — A procura didria a satisfazer (unidade: 100 Kg) € uma v.a.
X com média 40 e variancia 25. A producao anual planeada é de
11 500, calcular a probabilidade de haver procura anual excedentaria

(ano: 289 dias uteis). X; -procura no dia i

E(X;))=u=40 e Var(X;) = 0% = 25; X;~F(X) =?

n

X; ~N(289 * 40, 289 * 225)

289 . X;—nu 11500 — 289 % 40
P Z X; > 11500 ) =P > =P(Z > 0.71)
i= o\n 5 %/289

Tabela ~1-P(Z,<-071) =0,7611

Maquina calcular 1 _ normcdf(—0.71, 289 * 40, 5 * \/289) =0,7611

~ 1 — normedf(11500,99999, 289 = 40,5 = v289) = 0,7611



Capitulo 5 — Distribuicdes continuas

Exemplo 5.23 — Do exemplo anterior pretende determinar-se a
producao Q que deve ser planeada de modo a cobrir a procura
anual com probabilidade 0.99.

289 T Xi—n — 289 x40
Q=?:P< ' Xi<Q>=0.99<:>P< =170 H<Q ):0,99

i=1 a/n 5 % /289
¢<Q—289*40> _099@(2—289*40 _ 5397

& Q = 11758(10%kgs)

Magquina de calcular

289
Q =7: P( X; < Q) = 0.99 © Q = invnorm(0.99,289 * 40,5 * V289)
1

i=
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T. Limite Central: Aplicacao a distribuicoes discretas

Corolario 5.3 (T. de De Moivre-Laplace) — Dada a sucessio
de variaveis aleatérias iid, X, X5, -+, X, -*+, com distribuicao de

Bernoullide médiaE(X;) =u=0eVar(X;) =c?=0(1-6),

tem-se,
*T.X;—n6
7, =221 <N(0,1)
Jné(1—0)

Nota: ¥, X;~Bi(n, 0). Quando n é grande, utilizar o corolario.

Mas... com Correccao de Continuidade.
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Y =Y 1X;~Bi(n,0) com n grande

Pla<Y <b)=? a,binteiros, 0<a<b<n

b
- Resposta exacta: Pla<Y<bh)= Z (n) Y (1 — )Y
y=a \Y
i1 Xi —nb
- Resposta aproximada sem correccdo de continuidade: b= 0) ~N(0,1)
n J—

P(a<Y<b)~<I>< b —n6 >_q>< a—nb )
R WETTe ) Jno(1—6)
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Se X é uma variavel discreta tem-se:

Pa@a<X<bh)=Pla—-d,<X<b+d,), djcR:0<d;<1(i=12)

Os casos extremos sao:

d,=1d,=0 >P(a—1<X<h)

d1=0,d2=1 =>P(aSXSb+1)

e estas probabilidades sao todas iguais porque X é uma varidvel discreta

Ao calcular esta probabilidade usando o TLC, obtém-se diferentes valores para
diferentes valores de d; porque se utiliza uma distribuicdao continua. Teriamos
assim, varias aproximacoes. Como escolher a melhor?

~ . ~ 14 . 14 7 . 1
Embora ndo exista solugao dptima, é pratica comum fazerd; = d, = >

conhecida como correc¢ao de continuidade.
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* Correccao de continuidade

P Y<b)=P ey <bhii)~a b+%_n9 @ a—%—n@
< < = —_—< < — | = —
(a<¥=b) (a 2 +2> Jno(1 - 6) NCYICE)

A correccao de continuidade aplica-se sempre quando se aproxima uma
distribuicao discreta por uma distribuicao continua
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Calculo de probabilidades com a binomial (regra pratica):
Sempre que possivel utilizar directamente a distribuicao binomial.

Quando necessario, o calculo aproximado das probabilidades deve
atender aos seguintes casos:

-5¢0,1<6<0,9 - (ounb =5) aproximar usando o TLC, utilizando a
correccao de continuidade.

-Se 8 < 0,1 ( n muito grande)—> aproximar usando a Lei Acontecimentos Raros.

-Se 8 = 0,9 - aproximar usando a Lei Acontecimentos Raros, considerando o
respectivo acontecimento complementar.
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A gestdo do sistema da rede de Pestana Hotéis acompanha a proporc¢ao de reservas
feitas através da Internet para ajustar a sua publicidade e sistema de reservas web.
Dados historicos mostram que a proporcao de reservas pela Internet, por més, é de
0,2.

a) Tendo sido seleccionada uma amostra de 64 clientes, qual a probabilidade de
mais de 30 terem feito a reserva pela Internet?

64
X — reserve feita pela internet ~B (1, 0.2) Z X;~N(64x0.2,64 0.2 * (1—0.2))
i=1
P(X%2,X;>30)=1—-P(3%, X; <30)=1—-P(3, X; <30+0.5)=1 - P(X%2, X; < 30,5)

=1- normcdf(—99999, 30.5,12.8,3.2) =1-1=0

64 X,—n®  305—12.8
Z X; < 30,5 < — ®(553) ~ 1
\/n9(1 —9) V64%02x08

b) Qual o niUmero maximo de clientes que fara reservas pela Internet com
uma probabilidade de 90%? a = invnorm(0.9,12.8,3.2)

4 = 169+05=173R:a=17
n=64:P(X2 X, <a)=09

p o2 X;—nb ,a+05-128 ®-1(0.9)
Jno(1-6) \/64*02*08

ze = P(Z > z.)=0.1=> z,=1.282
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Corolario 5.4 — Se X é uma variavel com distribuicao de Poisson,

. . X-2 B
X~Po(A4), entdo, nl_l)I_Poo P (W < x) = Pp(x)

Demonstracao: livro
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5.6 - Distribuicao Normal bidimensional

Defini¢ao 5.21 — Distribui¢cao normal bidimensional
Se a variavel aleatéria bidimensional, (X,Y), tem funcao densidade

da forma,
1

2 2 —
f(x' Y|,UX, .uy: Ox, Oy, ,0) 27‘[0'X0'Y\/1——p2

X exp {— 2(1;2) [(x;gx)z —

X
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Pode demonstrar-se [Murteira (1990a)] que,

o 217 F( y)dady = 1

e E(X) = uy, E(Y) = Hy

e Var(X) = o, Var(Y) = of

e Cov(X,Y) = poyoy (p é o coeficiente de correlagio)

Fig. 5.10 — Funcao densidade da
distribuicao normal bidimensional
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* Afigura pode ser completada estudando as curvas de nivel da
funcao densidade, isto €, as interseccoes da superficie z = f(x,y)

com planos paralelos ao plano x0y e respectivas projec¢des
neste plano (eIipses de contorno).

y o, =9,

”JﬁJﬁ 12
> | &b
o [% &




Capitulo 5 — Distribuicdes continuas

ancia positiva)

p > 0 (Covari

(Covariancia nula)

p=0

p < 0 (Covariancia negativa)
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Caso particular: Distribuicao normal bidimensional estandardi-
zada (uy = py = 0; 0 = of = 1)

1
2(1—p*2)

1
flx,y) = exp {— (x* — 2pxy + yz)}
21+/1 — p?

Funcdes densidade marginais:

1 1
fX(x) — Wexp {_T‘_)%(x_:u)()z}
—_ 1 1 2
fY(y) _Wexp{_r._;(y_MY) }
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Teorema 5.11 — Se é uma variavel aleatoria normal bidimensional

entao X e Y saoindependentes se e so se X e Y forem nao
correlacionadas (p = 0).

Dem: Ver livro

Funcoes densidade condicionadas (continuam a ser distribuicdes
normais):

X|Y=y~N(ux+p—(y 1), oy (1=p%))

Y

1 1 |
fX|Y:y(X) = \/272.0)2( (1_,02) XGXP{_ 20)2( (1_p2)|: (,le +PG—Y(y Ky )):| }

O
Y X =x~N(u +p—(x=py); o,1-p*))

Oy

1 1 |
fYXX(y)_\/27205(1—,02)Xexp{_ZO'Yz(l—,Oz)|:y (:uy +,0—X(X ;ux)j:|}
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Valores esperados e variancias condicionados
x = EQVIX =2x) = py + p = (x = p);

uy = EX|Y =y) = pux +Pz_§(y_ﬂy);
ox(x) =Var(Y|X = x) = o7 (1 — p?);

oy (y) =Var(X|Y = y) = o5(1 — p?)

* Observacoes:
— O valor esperado condicionado de X € uma funcao linear de y.

— A variancia de X condicionada porY = y nao depende de y e € menor do
qgue a variancia de X (sem ser condicionada). Esta reducdo sera tanto maior

guanto mais correlacionadas forem as variaveis X e Y.



